Strukturieren eines algebraischen Ausdrucks als Herstellen von Bezügen by Rüede, Christian
J Math Didakt (2012) 33:113–141
DOI 10.1007/s13138-012-0034-x
O R I G I NA L A R B E I T
Strukturieren eines algebraischen Ausdrucks
als Herstellen von Bezügen
Christian Rüede
Eingegangen: 11. Juli 2011 / Angenommen: 7. Januar 2012 / Online publiziert: 24. Januar 2012
© GDM 2012
Zusammenfassung Das Strukturieren eines algebraischen Ausdrucks ist ein indivi-
dueller Prozess, bei dem eine Person Teile des Ausdrucks aufeinander bezieht. Durch
die Beschreibung der dabei hergestellten Bezüge wird erstens explizit gemacht, in
welche Bündel ein Proband die algebraische Zeichenreihe aufteilt und als was er sie
interpretiert, und zweitens, wie die Person die Bezüge gebraucht. Das erlaubt die Re-
konstruktion der internen Bedeutung, welche die Person dem Ausdruck zuschreibt.
Dieses Konzept wird in diesem Artikel zur Analyse von Interviews verwendet. Es
konnten empirisch vier Ebenen des Herstellens von Bezügen identifiziert werden: In
einem Ausdruck Bezüge herstellen kann heißen, ihn optisch einfacher machen, ihn
ändern, Teile umdeuten oder den Ausdruck klassifizieren. Dies ist bedeutsam im Al-
gebraunterricht für das Aushandeln der Bedeutung von individuellen Strukturen.
Schlüsselwörter Algebra · Strukturieren · Herstellen von Bezügen · Gleichungen ·
Terme · Sekundarstufe
Mathematics Subject Classification (2000) C30 · C70 · H20 · H30
The Structuring of an Algebraic Expression as the Production of Relations
Abstract Structuring algebraic expressions is an individual process in which a per-
son sets different parts of the expression in relation to each other. A description of
these relations shows two things: one, into which parts the individual sorted the alge-
braic expression and how he or she interprets them, and two, in which way the indi-
vidual uses these relations. Studying these relations therefore allows a reconstruction
of the personal meaning which an individual ascribes to the algebraic expressions. In
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this article, this conception is used to analyse interviews in which individuals anal-
ysed algebraic expressions. Four types of relations were identified: Producing rela-
tions within an algebraic expression can mean to simplify it visually, to change it,
to re-interpret parts of it or to classify the expression. These insights are important
for the teaching of algebra, particularly for meaning negotiation within individual
structures.
1 Einleitung
Gemäß Kieran (1989) sind die Schwierigkeiten von Schülerinnen und Schülern beim
Umgang mit Termen und Gleichungen zurückzuführen auf Probleme a) beim Varia-
blenbegriff, b) beim Übergang von arithmetischen zu algebraischen Konventionen
und c) beim Erkennen und Gebrauchen von Strukturen. Von diesen drei Punkten hob
Kieran den dritten hervor, weil er vielen Schülerinnen und Schülern während ih-
rer ganzen Schulkarriere Schwierigkeiten bereitet. Analog bezeichnet Malle (1993,
S. 254) das Strukturieren von Termen und Gleichungen als „crux aller Schülerfehler
beim Umformen“. Die Häufigkeit von Schülerfehlern beim Erkennen und Gebrau-
chen von Strukturen konnte in zahlreichen Studien empirisch nachgewiesen werden,
beispielsweise in Hoch und Dreyfus (2004, 2005), Linchevski und Livneh (1999),
Malle (1993), Sfard und Linchevski (1994), Star et al. (2005).
In den zitierten Studien wird unter der Struktur eines algebraischen Ausdrucks
eine charakterisierende, objektive Eigenschaft des Ausdrucks verstanden. Solche
Strukturen machen mathematische Sachverhalte explizit, welche hilfreich für das
Umformen des Ausdrucks sind. Zur Illustration sei der in Hoch und Dreyfus (2004)
verwendete Begriff der Struktur erläutert. Für jene Autoren ist die Struktur eine be-
stimmte Form (shape) mit einer internen Ordnung (internal order). Beispielsweise
besitzt 4x2 − x3 + 5(4 − 2x) = (3 − x2)(6 + x) die Struktur ax2 + bx + c = 0 (ebd.,
S. 50). Die Normalform der quadratischen Gleichungen wird der zu erkennenden
Struktur gleichgesetzt. Im obigen Beispiel ist die Struktur ax2 + bx + c = 0 verbor-
gen, bei der Gleichung 10x2 − 13x + 2 = 0 hingegen wäre sie offensichtlich. Der
mit der Struktur ax2 + bx + c = 0 mitgemeinte mathematische Sachverhalt lautet:
wird die entsprechende Gleichung auf die Normalform gebracht und die Lösungsfor-
mel für quadratische Gleichungen verwendet, dann erhält man ihre Lösung(en). Hoch
und Dreyfus lassen sich daher so verstehen, dass das Strukturieren einer Gleichung
ihrem Klassifizieren als Gleichungstyp entspricht. Diese Bestimmung des Begriffs
der Struktur und des Strukturierens führt schließlich zur Identifikation von fünf Struk-
turen von Termen respektive Gleichungen, welche für die Sekundarstufe zentral sind,
nämlich a2 −b2, a2 +2ab+b2, ab+ac+ad , ax+b = 0 und ax2 +bx+c = 0 (Hoch
und Dreyfus 2010, S. 25). Gemäß den Autoren sind diese Strukturen in typischen al-
gebraischen Ausdrücken der Sekundarstufe zu erkennen, das heißt, die Schüler und
Schülerinnen der Sekundarstufe müssen einen typischen algebraischen Ausdruck ei-
ner der obigen fünf Strukturen zuordnen können.
Anders fasst Malle (1993) den Begriff der Struktur auf. Wenn er vom „Erkennen
von Termstrukturen“ (ebd., S. 190) spricht, meint er ein Identifizieren von Teilter-
men. Beispielsweise kann die linke Seite der Gleichung 4x + 3 = 11 auf drei Arten
strukturiert werden (Abb. 1).
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Abb. 1 Drei verschiedene Termstrukturen der Gleichung 4x + 3 = 11 nach Malle (1993, S. 189)
Diese Termstrukturen geben Aufteilungen der linken Seite der Gleichung 4x+3 =
11 in einzelne Einheiten an. Sie sind durch die Gesetze, die den Aufbau eines Terms
regeln, bestimmt. Also stehen Termstrukturen für den mathematischen Sachverhalt,
in welche einzelnen Teilterme ein mathematischer Ausdruck aufgeteilt werden kann
und wie diese Teilterme miteinander verbunden sind.
Schließlich sei die Definition von Kieran (1989) vorgestellt. Sie trennt zwischen
Oberflächenstruktur (surface structure) und Systemstruktur (systemic structure). Die
Oberflächenstruktur beschreibt dabei die Rechnung, die ein Term repräsentiert, so-
wie die Gleichheit zweier Terme links und rechts des Gleichheitszeichens. Die Sys-
temstruktur umfasst alle äquivalenten Formen, zu denen ein Term gemäß den Re-
chengesetzen umgeformt werden kann, beziehungsweise alle Gleichungen, die zu
einer Gleichung äquivalent sind. Die durch die Oberflächen- und Systemstruktur aus-
gedrückten mathematischen Sachverhalte betreffen also einerseits den Aufbau des
Terms oder der Gleichung und andererseits die Ausdrücke, die zum Term oder der
Gleichung äquivalent sind.
Die von Hoch und Dreyfus, Malle und Kieran beschriebenen Strukturen sind allein
durch den algebraischen Ausdruck vorgegeben und werden nicht von Personen herge-
stellt, die den Ausdruck umformen. Dieser Begriff der Struktur orientiert sich an der
mathematischen Theorie, an den mathematischen Definitionen und Theoremen. Zur
Rekonstruktion von individuellen Lern- und Denkwegen sind hingegen Begriffe zur
Beschreibung der mathematischen Praxis, also des mathematischen Tätigseins, ge-
eigneter. Wichtig werden dann Strukturierungen, also die individuellen Auffassungen
von Strukturen. Daher wird in diesem Artikel eine Definition für „Strukturierung“
und „Strukturieren“ vorgeschlagen, mit der (auch) solch individuelle Auffassungen
beschrieben werden können. Eine Strukturierung eines algebraischen Ausdrucks wird
in diesem Artikel mit den von einer Person hergestellten Relationen (Bezügen) zwi-
schen seinen Teilen gleichgesetzt. Strukturieren ist dann ein Herstellen von Bezügen.
Diese Konzeption erlaubt die Beschreibung des individuellen Prozesses, wie Perso-
nen Umformungsmöglichkeiten erkennen. Denn wenn eine Person einen algebrai-
schen Ausdruck vereinfachen muss, schaut sie ihn zuallererst einmal an. Ihr fallen
einzelne Teile auf. Sie bezieht diese aufeinander und stellt Zusammenhänge zwi-
schen ihnen her. Mit der Strukturierung konstruiert sich die Person ihre individuelle
Bedeutung des Ausdrucks, denn die Bedeutung eines algebraischen Ausdrucks wird
generiert durch die Bezüge zwischen den vorkommenden Zeichen. Zur Illustration
ein Beispiel: (4x + 1)(4x − 1) + 1. Wer hier ausschließlich die beiden Klammern
aufeinander bezieht, fasst (4x + 1)(4x − 1) als ein Produkt auf. Wer hingegen die
beiden Klammern gemeinsam auf die isolierte 1 und umgekehrt bezieht, versteht
(4x + 1)(4x − 1) als einen Summanden. Aus fachlicher Sicht sind beide Sichtweisen
richtig.
Ein solcher Zugang zum Strukturieren von Termen und Gleichungen ist vor al-
lem darum wichtig, weil ohne Berücksichtigung der Individualität die Rekonstruktion
von Denk- und Lernwegen unmöglich ist. Außerdem setzt eine produktive Unterstüt-
zung und Förderung des Lernens bei diesen individuellen Denkprozessen an (Ruf
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und Gallin 1998; Lengnink et al. 2011). Das in diesem Artikel dargelegte Modell
des Strukturierens ermöglicht eine Beschreibung der individuellen Denkwege beim
Lösen von Gleichungen und Vereinfachen von Termen. Es betont die individuellen
Prozesse des Strukturierens, indem untersucht wird, welche Teilterme die Schülerin-
nen und Schüler wann und wie aufeinander beziehen: Was fällt ihnen zuerst auf? Was
denken sie sich dabei? Wie strukturieren sie? Welche Bedeutungen verbinden sie mit
ihren Strukturierungen? – alles Fragen, die zur Unterstützung der einzelnen Lernpro-
zesse wichtig sind. Der hier vorgeschlagene Zugang zu individuellen Prozessen des
Strukturierens dient der Beantwortung solcher Fragen.
Darüber hinaus findet der Ansatz, das Strukturieren eines algebraischen Aus-
drucks als Herstellen von Bezügen zwischen seinen Teilen aufzufassen, in Un-
terrichtskonzepten zur Entwicklung des algebraischen Denkens Anwendung. Bei-
spielsweise betonen Carpenter et al. (2003) die Wichtigkeit des relationalen Den-
kens (relational thinking) in der Grundschule. Sie schlagen Aufgabenformate wie
67 + 83 =  + 82 vor. Solche Beispiele können operational gelöst werden, etwa in-
dem 67 zu 83 addiert und vom Resultat 82 abgezogen wird. Wer hingegen relational
denken kann, stellt zwischen 83 und 82 einen Bezug her, nämlich über die Kon-
stanz der Summe beim ungleichsinnigen Verändern zweier Summanden. Auf diese
Weise lernen schon Kinder, arithmetische Ausdrücke nicht nur auszurechnen, son-
dern auch Bezüge zwischen ihnen herzustellen. Durch die Förderung des relationalen
Denkens in der Grundschule erhoffen sich obige Autoren erstens, dass die Kinder das
Gleichheitszeichen als Äquivalenz auffassen und nicht nur als Befehl zum Ausrech-
nen verstehen, und zweitens, dass sie in der Sekundarstufe in der Lage sein werden,
in algebraischen Ausdrücken Bezüge herzustellen, die „quer“ zu den Operationszei-
chen liegen (Malle 1993). Denn sie müssen dann Gleichungen wie ax − x = 1 nach
x auflösen. Das gelingt nur dann, wenn sie in ax − x die Teile links und rechts vom
Operationszeichen nicht nur operational als Subtraktion, sondern als Terme mit ei-
nem gemeinsamen Faktor – nämlich x – aufeinander beziehen können, was sie dann
zum Ausklammern dieses gemeinsamen Faktors führt.
In diesem Artikel wird das Konzept des Herstellens von Bezügen in den Abschn. 2
und 3 theoretisch fundiert und ausführlich umschrieben. Seine empirische Ausprä-
gung ist Gegenstand der Abschn. 4 und 5. Dieser Artikel betont dabei vier, empirisch
unterscheidbare Ebenen, auf denen sich das Herstellen von Bezügen abspielt. In Rüe-
de (submitted) liegt der Schwerpunkt hingegen auf der Vielfalt der Bezüge, besonders
auf jenen, die von Experten hergestellt wurden.
2 Theoretischer Hintergrund
In diesem Abschnitt wird dargestellt, dass beim Strukturieren Bedeutung nicht vor-
handen ist, sondern durch Herstellung von Relationen erst konstruiert wird, und dass
dabei implizite Prozesse wichtig sind.
2.1 Durch das Herstellen von Bezügen zur internen Semantik
Eine Person konstruiert sich durch das Herstellen von Bezügen in einem algebrai-
schen Ausdruck dessen (interne) Bedeutung. Für die Begründung dieser Behauptung
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wird vorerst geklärt, inwiefern beim Umformen von Termen und Gleichungen Be-
deutung überhaupt entstehen kann.
Ausgangspunkt ist die Feststellung, dass Terme und Gleichungen an und für sich
bedeutungslose Objekte sind. Bedeutung wird ihnen erst durch das Individuum zuge-
schrieben. Indem eine Person etwas mit einem Term macht, erhält er Bedeutung für
sie. Beispielsweise kann eine Person einen Term vereinfachen. Wichtig wird dann das
Wissen der Person darüber, wie man Umformungsregeln anwendet, wie man Terme
betrachten und an Vereinfachungen herangehen kann. Dieses Wissen der Person, wie
etwas zu handhaben ist, wird in diesem Artikel als deren Auffassung bezeichnet. Die
Person trägt ihre Auffassung an den Term heran. Diese leitet ihre Handlungen und
generiert dessen interne Bedeutung, das heißt: seine Bedeutung im Kontext des alge-
braischen Kalküls. Kieran (2006) spricht von interner Semantik (internal semantic).
Die interne Bedeutung wird somit von der Person konstruiert und umfasst insbeson-
dere das Wissen darüber, welche Umformungen im konkreten Fall erlaubt sind und
welche nicht. Dabei wird in diesem Artikel mit Umformung der Übergang vom alge-
braischen Ausdruck zum umgeformten Ausdruck bezeichnet.
Terme erlangen aber auch in außermathematischen Kontexten Bedeutung, wie et-
wa bei Textaufgaben (Radford und Puig 2007). In diesem Fall spricht Kieran (2006)
von externer (external) Semantik. Diese ist wichtig beispielsweise bei der Interpreta-
tion des Terms im Sachzusammenhang oder bei der Modellierung einer realen Situa-
tion. Ähnlich unterscheiden Hiebert und Carpenter (1992, S. 72) zwei Arten, wie sich
bei Lernenden die Bedeutung von mathematischen Symbolen entwickelt. Einerseits
lernen sie innerhalb des mathematischen Systems, Verbindungen zwischen Symbo-
len herzustellen, und andererseits verbinden sie Symbole mit Darstellungen außer-
halb des Systems, etwa mit physikalischen Objekten. Die erste Art der Bedeutungs-
konstruktion korrespondiert mit der internen, die zweite mit der externen Semantik.
Zweifelsohne sind die interne und die externe Semantik voneinander abhängig, ge-
rade beim Erlernen der Algebra. Trotzdem wird hier auf die erstgenannte fokussiert.
Denn die im Abschn. 4 und 5 vorgestellte Untersuchung fokussiert darauf, welche
Umformungen – und nicht welche Sachzusammenhänge – eine Person mit dem alge-
braischen Ausdruck verbindet. Die dort vorgestellten algebraischen Ausdrücke sind
allesamt den Probanden losgelöst von außermathematischen Zusammenhängen vor-
gelegt worden. Grundsätzlich gilt es aber zu bedenken, dass auch die externe Seman-
tik die Strukturierung eines algebraischen Terms beeinflussen kann. Das ist beispiels-
weise dann der Fall, wenn ein Term eine reale Situation modelliert und genau diese
Situation die semantische Basis für die Form des Terms bildet.
An dieser Stelle ist der Hinweis wichtig, dass diesem Artikel ein pragmatisches
Bedeutungskonzept zugrunde gelegt ist, das besagt: Die interne Bedeutung eines al-
gebraischen Ausdrucks entspricht seinem Gebrauch im algebraischen Kalkül. Dieser
Gebrauch besteht darin, wann eine Person den Ausdruck wie umformt (Sfard 2008)
oder strukturiert. Umformungen und Strukturierungen bedingen sich gegenseitig. Die
interne Bedeutung eines Ausdrucks ist somit dem Gebrauch seiner Strukturierungen
gleichgesetzt. Dieser Gebrauch äußert sich beispielsweise darin, welche Überlegun-
gen eine Person zur Strukturierung des Ausdrucks führen, welche Umformungen sie
aus der Strukturierung folgert oder wie sie die Strukturierung zur Einschätzung von
möglichen Umformungen nutzt. Strukturieren meint dann genau einen solchen Ge-
brauch der Strukturierung.
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Die Verwendung eines pragmatischen Bedeutungsbegriffs ist für die Mathematik-
didaktik nicht neu. Epple (1994) gibt über seine Verwendung in philosophisch orien-
tierten Untersuchungen zur Mathematik(-Didaktik) eine Übersicht. Auch semiotische
Betrachtungen (Hoffmann 2005) sowie diskursive Studien (Sfard 2008) basieren auf
einem pragmatischen Bedeutungsbegriff. Dieser pragmatische Ansatz wird in Ab-
schn. 3 zur Analyse von Prozessen des Strukturierens operationalisiert.
2.2 Die Individualität des Strukturierens eines algebraischen Ausdrucks
In diesem Abschnitt wird die Relevanz des Begriffs der Strukturierung für die Ma-
thematikdidaktik dargelegt und untermauert.
In der gegenwärtig herrschenden Lehrmeinung wird Lernen als konstruktiver Pro-
zess beschrieben (Gerstenmaier und Mandl 1994). Unsere Auffassungen sind folglich
unsere eigenen subjektiven Konstruktionen. Mit diesen individuell unterschiedlichen
Konstrukten interpretieren wir alles, was uns vorgelegt wird. Insbesondere lesen wir
vorgelegte Zeichenreihen so, wie wir gelernt haben, sie aufzufassen. Aufgrund der
Individualität der Auffassungen sind auch die vorgenommenen Strukturierungen in-
dividuell. Also stellt jede Person in einem gegebenen algebraischen Ausdruck eigene
Bezüge her. Diese Bezüge unterscheiden sich nicht nur darin, welche Zeichen sie
aufeinander beziehen, sondern vor allem auch in den Bedeutungen, die ihnen zuge-
schrieben werden.
Die beim Vorgang des Strukturierens konstruierte Bedeutung ist individuell ver-
schieden. Daher ist ein Unterschied zu erwarten zwischen Strukturen (wie jene von
Hoch und Dreyfus, Malle und Kieran) und den Auffassungen der Probanden von
diesen Strukturen, also den Strukturierungen. Die vielfältigen Strukturierungen füh-
ren zur Vielfalt bei den Lern- und Denkwegen. Die Rekonstruktion solcher Lern-
und Denkwege ist für den Algebraunterricht von äußerster Relevanz, denn Lernen-
de strukturieren anders als Experten. Genau an dieser Andersartigkeit müssen Lehr-
personen anknüpfen können. Besonders unangemessene Strukturierungen, die gar zu
falschen Umformungen führen können, muss eine Lehrperson so nachvollziehen kön-
nen, dass sie die innere Logik des Vorgehens der Schülerin oder des Schülers erkennt.
Erst dann kann die Lehrperson den Unterricht auf die Klasse anpassen, beispielsweise
indem sie im Unterricht unangemessene Strukturierungen in Beziehung zu angemes-
senen setzt und so die unterschiedlichen Leseperspektiven sichtbar und einsehbar
macht. Eine solche Vorstellung von Unterricht unterliegt beispielsweise dem For-
schungsmodell der didaktischen Rekonstruktion (Kattmann und Gropengiesser 1996)
oder dem Design didaktischer Strukturen im Sinne von Lijnse (1995) sowie dem di-
daktischen Modell des Dialogischen Lernens (Ruf und Gallin 1998). Umsetzungen
dieser Ideen in der Mathematikdidaktik sind etwa für den Bereich der Funktionen in
Lengnink (2005) beschrieben oder für den Dreisatz in Gallin (2008).
2.3 Relationen und Struktur(ierung)en
Algebraisches Umformen ist das Beispiel für rein symbolisches Manipulieren. Al-
lerdings wird algebraisches Umformen äußerst unterschiedlich modelliert. In diesem
Abschnitt wird erstens der semiotische Zugang zum Umformen vorgestellt. Zweitens
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wird dieser von anderen Ansätzen abgegrenzt. Als zentral wird sich dabei der Begriff
der Relation erweisen.
Dieser Artikel folgt semiotischen Grundsätzen, wie sie in Dörfler (2006) und Hoff-
mann (2005) beschrieben sind. Ein algebraischer Ausdruck wie 2(x − 4) + 3(x − 4)
kann demnach als Ikon behandelt werden. Das heißt, er wird mit Blick auf die in ihm
dargestellten Relationen interpretiert, etwa als Term mit zwei gleichen Klammern
oder als Summe von zwei Produkten. Wird obiger Ausdruck hingegen als Index be-
handelt, dann wird er als das interpretiert, worauf er verweist: Beispielsweise kann ei-
ne Person obigen Ausdruck als Aufforderung zum Ausmultiplizieren begreifen, eine
andere versteht ihn vielleicht als Stellvertreter für Zahlen. Die im Ausdruck vorkom-
menden Zeichen können schließlich als Symbole behandelt werden. Deren Gebrauch
ist durch Konventionen geregelt, welche syntaktische Regeln des Termaufbaus oder
auch Rechengesetze wie Assoziativität, Kommutativität und Distributivität umfassen.
Wer in einem algebraischen Ausdruck sowohl Ikonisches, als auch Indexikalisches
und Symbolisches sieht, fasst ihn als Diagramm (Dörfler 2006) auf. Konsequenter-
weise ist algebraisches Umformen ein diagrammatisches Denken. Es ist ein Herstel-
len von Relationen in den algebraischen Ausdrücken und das Schließen auf Um-
formungen, basierend auf den hergestellten Relationen. In diesem Sinne untersucht
die in Abschn. 4 und 5 vorgestellte Studie unterschiedliche Formen des diagrammati-
schen Denkens im Rahmen des Vereinfachens von Termen und Lösens von Gleichun-
gen. Die dabei identifizierten Strukturierungen – Hoffmann (2005, S. 55) spricht von
relationalen Strukturen – entsprechen den von den Personen hergestellten Relationen.
Dabei ist der Begriff der Relation breit gefasst. Er beschränkt sich nicht auf Re-
chenoperationen und die Relation der Gleichheit. Denn das würde zur Gleichsetzung
von Struktur und Oberflächenstruktur führen, wie etwa in Ansätzen, die der klas-
sischen künstlichen Intelligenz folgen (Matz 1982; Mayer 1982). Bei diesem Er-
klärungsansatz wird algebraisches Umformen im Wesentlichen ohne Rückgriff auf
die Struktur(ierung) eines Ausdrucks beschrieben. Ein algebraischer Ausdruck wird
intern direkt als Proposition repräsentiert durch eindeutige Kodierung der Oberflä-
chenstruktur des Ausdrucks. Dabei kommen Relationszeichen einzig als Namen für
Rechenoperationen wie „+“ und „−“ sowie des Gleichheitszeichens vor. Eine Um-
formung des Ausdrucks wird dann modelliert als Operation einer expliziten Regel
auf der Proposition. Die Abfolge der Umformungen ist durch eine implementierte
Strategie vorgegeben, wie etwa Mayer (1982) am Beispiel der Reduktionsstrategie
sowie der Isolationsstrategie bei linearen Gleichungen zeigt. Konsequenterweise ist
bei solchen Ansätzen der klassischen künstlichen Intelligenz der Begriff der Struk-
tur(ierung) eines Terms oder einer Gleichung nahezu inexistent, da er nicht gebraucht
wird. Einzig die Oberflächenstruktur spielt bei der Kodierung des Terms oder der
Gleichung eine Rolle.
Der in diesem Artikel verwendete Begriff der Relation umfasst auch die System-
struktur eines Ausdrucks. Im obigen Beispiel 2(x −4)+3(x −4) könnten sowohl die
beiden Vorfaktoren 2 und 3 additiv aufeinander bezogen werden als auch die beiden
gleichen Klammern. Dieser Bezug würde auf eine distributive Strukturierung führen
und zum Ausklammern von x − 4.
Der Begriff der Relation ist in diesem Artikel so weit gefasst, dass auch „geo-
metrische“ Relationen berücksichtigt werden. Die „Geometrie“ (Fischer 1984) eines
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algebraischen Ausdrucks ist auch wichtig. Im obigen Beispiel scheint etwa die Be-
zeichnung „Vorfaktor“ nützlich zu sein. Sie hilft einer Person bei der Orientierung in
der zweidimensionalen Anordnung eines algebraischen Ausdrucks. Entsprechende
Fragen lauten: Was steht links, was rechts? Schau ich horizontal, vertikal oder so-
gar diagonal? Welche Zeichen stehen vorn, welche hinten, welche sind Vorfaktoren?
Externe physikalische Eigenschaften wie etwa die zweidimensionale Anordnung der
Zeichen und ihre Abstände sind relevant.
Empirische Befunde machen den Einfluss solch geometrischer Relationen sowohl
bei der Oberflächen- als auch bei der Systemstruktur plausibel. Beispielsweise be-
legten Landy und Goldstone (2007b), dass grafische Eigenschaften das Umformen
von Termen beeinflussen. Offenbar ist der Abstand zwischen den Symbolen wich-
tig. Ein Ausdruck wie „5+2 · 6“ wird signifikant anders als „5 + 2·6“ wahrgenom-
men. Die falsche Antwort 42 wird häufiger bei der zweiten als bei der ersten Dar-
stellung provoziert (vgl. Malle (1993, S. 191) für ein gegenteiliges Resultat beim
Term (x+y · z) · u−v). Kirshner (1989) zeigte zudem die Möglichkeit auf, dass
die Frage der Hierarchie der Operationen rein visuell entschieden werden könnte.
Denn in einem algebraischen Ausdruck gehören jene Terme zusammen, die näher
beieinanderstehen. Und Übergeneralisierungen können mit dem Konstrukt der visuel-
len Augenscheinlichkeit (visual salience) erklärt, also auf einen fehlerhaften Umgang
mit grafischen Eigenschaften der Darstellung des Ausdrucks zurückgeführt werden
(Kirshner und Awtry 2004). Schließlich hat neuerdings auch die Expertiseforschung
die Wichtigkeit der Geometrie der Terme erkannt. Zum Beispiel sprechen Kellman et
al. (2009) von wahrnehmungsorientiertem Lernen (perceptual learning) selbst beim
algebraischen Umformen. Offenbar scheint jemand mit einer hohen fachlichen Ex-
pertise rein visuell zwischen korrekten und inkorrekten Umformungen unterschei-
den zu können – und nicht nur durch rationale Begründung mit Verweis auf Umfor-
mungsregeln. Aus diesem Grund schulten Kellman et al. (2009) gezielt Probanden
zur Wahrnehmung der Korrektheit von Umformungen. Nach der Intervention form-
ten die Probanden algebraische Ausdrücke signifikant korrekter um.
2.4 Strukturieren als impliziter Prozess
In diesem Abschnitt wird dargestellt, dass das Herstellen von Bezügen bzw. die Art
und Weise, wie zwei Teile aufeinander bezogen werden sollen, impliziten Normen
folgt. Solche impliziten Normen sind – typischerweise stillschweigend wirkende –
fachliche Gepflogenheiten und regeln das mathematische Arbeiten.
Ein Beispiel, wo im Unterricht das Herstellen von Bezügen thematisiert wird, ist
das kalkülorientierte Multiplizieren einer Klammer mit einem Faktor. Leitend ist hier
die Distributivität a(b + c) = ab + ac. Im Unterrichtsalltag werden die Bezüge oft-
mals mit Pfeilen wie in Abb. 2 visualisiert.
Solche Pfeile und damit verbundene Sprechweisen legen fest, dass in Ausdrücken
der Form a(b + c) der Vorfaktor a erstens auf b und zweitens auf c bezogen wer-
den soll und zwar in multiplikativer Weise. In diesem Sinne leiten die Pfeile den
Blick. Wer die Bedeutung dieses Bezugs des Ausklammerns erfasst hat, weiß, wie
in den entsprechenden Fällen die Teile korrekt und wann sie so aufeinander bezogen
werden. Die Schwierigkeit beim Umgang mit dem Bezug liegt nun darin, dass wir
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Abb. 2 Visualisierung von
Bezügen bei der Distributivität
mittels Pfeilen
Menschen weder das Wie noch das Wann der Herstellung des Bezugs vollständig ex-
plizit machen können. Dass die Herstellung von Bezügen wie in Abb. 2 nur teilweise
explizit gemacht werden kann, erfährt jede Lehrperson im Unterrichtsalltag und kann
theoretisch untermauert werden.
Das Wie: Aus dem Wittgenstein’schen Regressargument (vgl. Brandom 2000)
folgt, dass wir Menschen Regeln interpretieren müssen, um sie anwenden zu kön-
nen. Und jegliches Interpretieren folgt impliziten Normen. Das heißt, die korrekte
Herstellung obigen Bezugs (Abb. 2) kann nicht mit endlich vielen Worten so be-
schrieben werden, dass ihre Anwendung für uns eindeutig wird, insbesondere alle
möglichen Fälle eingeschlossen sind. Wer es trotzdem versucht, wird aufgrund von
unerwarteten Deutungen seiner Worte feststellen, dass weitere Angaben zu machen
sind, was schließlich im Regress (also in der Notwendigkeit, immer noch mehr An-
gaben machen zu müssen) mündet. Im Unterricht äußert sich das so, dass Fehler – im
Sinne von unintendierten Deutungen – eintreten. Beispielsweise wird obiger Bezug
(Abb. 2) auch bei Ausdrücken der Form a(b · c) oder bei sin(b + c) hergestellt und
führt dann auf ab · ac und sin(b) + sin(c), denn typischerweise wird mit der Angabe
von a(b + c) = ab + ac nicht gesagt, dass das Pluszeichen eminent ist und dass a als
Vorfaktor zu verstehen ist. Auch ist für viele Schülerinnen und Schüler die Herstel-
lung dieses Bezugs unklar, sobald Fälle wie 2(x + y + z) oder auch (2 + x)(1 − x)
auftreten.
Das Wann: Die Unterbestimmtheit der Anwendbarkeitsbedingungen führt dazu,
dass implizite Normen regeln, wann obiger Bezug des Ausmultiplizierens herzu-
stellen ist. Die Fälle, die für die Herstellung dieses Bezugs sprechen, lassen sich
wiederum nicht mit endlich vielen Worten charakterisieren (Brandom 2000) – ei-
ne Einsicht, die sich etwa in der Berechnungstheorie darin spiegelt, dass die Be-
weisbarkeit arithmetischer Sätze nicht rekursiv entschieden werden kann. Sobald es
darum geht, wann ein Bezug herzustellen ist, verlässt man typischerweise den Be-
reich des rekursiv Entscheidbaren. Das Wissen, wann ein bestimmter Bezug herge-
stellt werden soll, lässt sich daher nicht vollständig explizit machen. Das wird bei-
spielsweise bei der Diskussion um angemessene Strukturierungen bei linearen Glei-
chungen sichtbar. Bei linearen Gleichungen wie 2(x + 1) + 8(x + 2) = 10 bezie-
hen Experten die 2 auf x und 1, die 8 auf x und 2. Doch schon bei einer linea-
ren Gleichung wie 2(x + 1) + 8(x + 1) = 10 beziehen die Experten die 2 auf die
8 und die beiden Klammern aufeinander. In diesem Sinne lässt sich nicht expli-
zit regeln, wann die Herstellung eines bestimmten Bezugs im Allgemeinen optimal
ist.
3 Die individuelle Bedeutung eines hergestellten Bezugs
In diesem Abschnitt werden Instrumente von Sfard (2008), die sie zur Beschreibung
des Wie (how) und Wann (when) des Gebrauchs mathematischer Begriffe einführte,
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vorgestellt und genutzt. Sfard führte diese Instrumente zur Beschreibung von Vorge-
hensweisen (routines) ein. In dieser Arbeit werden sie übertragen auf die Beschrei-
bung des Strukturierens von Termen und Gleichungen. So gelingt es schließlich, die
individuelle Bedeutung eines hergestellten Bezugs in einem algebraischen Ausdruck
zu rekonstruieren und darzustellen.
3.1 Anwendbarkeits- und Abschlussbedingungen, Strukturierungen und
Konsequenzen
Die individuelle Bedeutung eines algebraischen Ausdrucks für eine Person entspricht
gemäß den Überlegungen in Abschn. 2 der Art und Weise, wann diese Person den
Ausdruck wie strukturiert. Zur Beschreibung dieser Bedeutung müssen also Angaben
über das Wann und das Wie des Gebrauchs von Strukturen gemacht werden.
Zur Illustration sei die Gleichung 7(16+3x) = 100−3(16+3x)1 diskutiert. Wird
diese Gleichung von einer Person strukturiert, hängen die hergestellten Bezüge von
ihren mathematischen Erfahrungen und Vorstellungen ab sowie vom Kontext. Da-
bei umfasst der Kontext sowohl die Situation, in der die Aufgabe gestellt wird, als
auch Überlegungen, welche die Person eventuell schon zu dieser Gleichung anstell-
te. Zum Beispiel ist eine Person vorstellbar, die einen Bezug zwischen den beiden
gleichen Klammern herstellt mit der Absicht, diese (fälschlicherweise) wegzustrei-
chen, da sie auf beiden Seiten vorkommen. Dafür sind mehrere Gründe denkbar. Gut
möglich, dass ihr die Gleichung als zu lang erscheint und sie ihres Erachtens durch
das Wegstreichen der gleichen Klammern optisch übersichtlicher wird. Möglich wäre
auch, dass die Person zuerst die Gleichung durch Ausmultiplizieren der Klammern
korrekt gelöst hat und dann aufgefordert wird, einen zweiten Lösungsweg zu nennen.
Dieser Kontext bedingt die Suche nach Alternativen. Vielleicht fällt ihr erst dann die
Gleichheit der Klammern auf. Sie interpretiert die Frage nach einem zweiten Lö-
sungsweg als Frage nach einem Trick, deutet daher das Minuszeichen als Vor- statt
als Operationszeichen und fasst dadurch beide Seiten als Multiplikationen auf. Auf
jeden Fall beschreiben beide Szenarien personale und kontextuelle Bedingungen, in
denen Personen die beiden gleichen Klammern so aufeinander beziehen, dass ein
Wegstreichen resultiert. Solche Bedingungen werden in dem vorliegenden Artikel
als Anwendbarkeitsbedingungen bzw. Eröffnungsbedingungen (applicability conditi-
ons bzw. opening conditions; Sfard 2008) bezeichnet (vgl. Abb. 3). Sie beschreiben,
wann ein bestimmter Bezug hergestellt wird. Wesentlich ist, dass die Frage nach dem
Wann zusätzlich davon abhängt, ob am hergestellten Bezug festgehalten oder ob er
verworfen wird. Die dafür entscheidenden Bedingungen heißen Abschlussbedingun-
gen (closing conditions; Sfard 2008). Es sei der Bezug zwischen den beiden gleichen
Klammern in der Gleichung 7(16 + 3x) = 100 − 3(16 + 3x) vor dem Hintergrund
des Wegstreichens in Erinnerung gerufen. Vielleicht fällt einer Person nach der Ent-
deckung der Gleichheit der beiden Klammern das Minuszeichen auf der rechten Seite
der Gleichung auf. Sie argumentiert, dass sich daher die Vorzeichen in den Klammern
1Diese Gleichung sowie die in Abschn. 3.1 und 3.2 skizzierten, von Probanden hergestellten Bezüge sind
der Masterarbeit von Gwendolin Däppen, PH Zürich, entnommen.
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Abb. 3 Beschreibung des
Prozesses des Strukturierens
ändern und als Folge die Klammerinhalte verschieden sind. Diese Abschlussbedin-
gung würde zu einem Verwerfen des Bezugs führen. Eine andere Abschlussbedin-
gung gälte, wenn eine Person die Klammern wegstreicht, 7 = 100 − 3 erhält und den
Bezug ebenfalls verwirft, weil sonst die Unbekannte x wegfallen und sie nicht mehr
ein Resultat der Form x = . . . erhalten würde, das heißt, nicht mehr nach x auflösen
könnte.
Allgemein entsprechen Anwendbarkeits- und Abschlussbedingungen den Auffas-
sungen einer Person, die sie von jenen impliziten Normen (metarules; ebd.) hat, wel-
che darüber entscheiden, wann (in welcher Situation) ein bestimmter Bezug ange-
messen ist. Diese Bedingungen umfassen die vorgelegte Gleichung, die Erfahrun-
gen sowie das Wissen und Können der Person und die Umstände, unter denen die
Gleichung gelöst werden muss. Im Speziellen entsprechen Anwendbarkeitsbedin-
gungen den Auffassungen, wann ein bestimmter Bezug hergestellt werden soll, und
die Abschlussbedingungen den Auffassungen, wann an einem hergestellten Bezug
festgehalten werden soll oder nicht. Die Anwendbarkeitsbedingung führt zu einem
bestimmten Bezug und die Abschlussbedingung bestimmt, ob er akzeptiert oder ver-
worfen werden soll.
Die Anwendbarkeits- und Abschlussbedingung beantwortet die Frage nach dem
Wann des Bezugs; die Strukturierung beantwortet das Wie. Eine Strukturierung ist
eine Auffassung eines Terms oder einer Gleichung als Relation (Bezug). Sie besagt,
welche einzelnen Teilterme des Terms oder der Gleichung wie aufeinander bezogen
sind. Die Strukturierung besteht somit aus den hergestellten Bezügen. Ein Beispiel in
obiger Gleichung 7(16+3x) = 100−3(16+3x) sei der Bezug zwischen den beiden
gleichen Klammern, um sie wegzustreichen. Denkbar ist auch, die 7 auf die linke
Klammer 16 + 3x sowie die 3 auf die rechte Klammer 16 + 3x operativ aufeinander
zu beziehen, mit dem Ziel des Ausmultiplizierens.
Schließlich impliziert die Strukturierung Konsequenzen (Folgen), auf die aus
den hergestellten Bezügen geschlossen werden. Sie manifestieren sich beispielswei-
se als Umformungen oder in weiteren Bezügen und erlauben die Beurteilung da-
von, inwiefern die Abschlussbedingungen erfüllt sind oder nicht. Nochmals sei an
7(16 + 3x) = 100 − 3(16 + 3x) erinnert und an den Bezug zwischen den beiden
gleichen Klammern, der hergestellt wird, um sie wegzustreichen. Eine Person kann
daraus – wie oben erwähnt – auf 7 = 100 − 3 schließen. Eine andere Konsequenz
wäre, dass eine Person aufgrund des Streichens der Klammern auf das Minuszeichen
aufmerksam wird und sich Gedanken über die Verrechnung dieses Minuszeichens
mit der Klammer macht.
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Abschließend skizziere ich meine Operationalisierung der Begriffe Anwendbar-
keitsbedingung, Strukturierung, Konsequenz und Abschlussbedingung. Die Funktion
der Anwendbarkeits- und Abschlussbedingung ist die Explizierung der Logik, welche
den von Personen vorgenommenen Strukturierungen innewohnt. Eine Strukturierung
wird nachvollziehbar, sobald der Grund ihrer Herstellung explizit gemacht ist. Ein
solcher Grund ist typischerweise nur durch die „Vorgeschichte“ der Strukturierung
verstehbar. Was führte eine Person dazu, genau diese Strukturierung vorzunehmen
und nicht eine andere? Diese Leitfrage liegt meiner Operationalisierung der Anwend-
barkeitsbedingung zugrunde. Diese besteht erstens in der Beschreibung davon, was
eine Person machte und dachte, bis sie die Strukturierung vorgenommen hatte, und
zweitens in Antworten auf Fragen wie: Welche Absicht verfolgte die Person mit ih-
rer Strukturierung? Warum hat sie gerade diese Strukturierung und nicht eine andere
vorgenommen? Macht sie das immer so? Die operationalisierte Anwendbarkeitsbe-
dingung besteht somit in der Beschreibung und Erklärung der Chronologie der Struk-
turierung – aus Sicht der Person, die strukturierte. Beide Teile wurden im Rahmen
von Interviews erhoben, vgl. Abschn. 4. Die Anwendbarkeitsbedingung ist der eine
Teil des Wann. Der andere Teil, die Abschlussbedingung, gliedert sich wiederum in
Beschreibung und Erklärung davon, ob und warum die Person an der Strukturierung
festgehalten hat oder nicht: Welche Folgehandlungen zeigte die Person? Wie hat sie
diese beurteilt? Antworten darauf entsprechen der operationalisierten Anwendbar-
keitsbedingung. Die Konsequenz sowie die Strukturierung werden direkt operationa-
lisiert, und zwar die Konsequenz als Folgehandlungen (und deren Auffassungen) und
die Strukturierung als Relation zwischen Teilen des Ausdrucks.
3.2 Verfahrenbasiertes und verfahrenbildendes Strukturieren
Beim Lösen von Gleichungen und Vereinfachen von Termen sind Verfahren wichtig.
In Anlehnung an Star et al. (2005) wird im vorliegenden Artikel von einem Verfah-
ren gesprochen, wenn es sich um einen explizierbaren Algorithmus handelt, der zur
Lösung von Problemen eines bestimmten Typs führt. Diese Arbeitsdefinition hat sich
bei der Auswertung empirischer Daten als ausreichend präzis erwiesen. In diesem
Abschnitt wird die Rolle von Verfahren bei der Konstruktion von Bedeutung geklärt.
Grundsätzlich stehen zwei Konstruktionsweisen von Bedeutung beim Lösen ei-
ner Gleichung einander gegenüber. Im ersten Fall spreche ich von verfahrenbasier-
tem und im zweiten von verfahrenbildendem Strukturieren. Beim verfahrenbasierten
Strukturieren wird aufgrund eines spezifischen Merkmals ein Verfahren an den al-
gebraischen Ausdruck herangetragen. Dieses Verfahren leitet das Strukturieren des
Ausdrucks, das heißt, man hat eine Vorstellung davon, welche Bezüge herzustellen
sind, und stellt diese dann her. Die Bedeutung des Ausdrucks wird mit der Anwen-
dung des Verfahrens gleichgesetzt. Beim verfahrenbildenden Strukturieren liegt ein
solches eindeutiges Verfahren nicht vor. Vielmehr werden Bezüge hergestellt, aus
denen dann allenfalls ein Verfahren oder eine Umformung generiert wird. Selbstver-
ständlich ist die Unterteilung in verfahrenbasiertes und verfahrenbildendes Struktu-
rieren idealtypisch. Trotzdem ist diese Unterteilung geeignet, um die hergestellten
Strukturierungen zu beschreiben. Denn es gibt immer wieder Phasen während des
Strukturierens, bei denen entweder verfahrenbasierte oder verfahrenbildende Prozes-
se dominieren.
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Als Beispiel greife ich nochmals die Gleichung 7(16 + 3x) = 100 − 3(16 + 3x)
auf. Typischerweise strukturierten die befragten Personen zuerst verfahrenbasiert und
erst als Antwort auf die Frage nach einem alternativen Lösungsweg verfahrenbildend.
Eine Schülerin beispielsweise schaute zuerst auf die „Klammern“ und dann auf „das
Minus vor dem Bruch“. (Mit „Bruch“ meinte sie 3(16 + 3x).) Diese Merkmale leite-
ten vorerst ihr Strukturieren. Sie bezog die Vorfaktoren auf die einzelnen Summanden
in der Klammer sowie das Minuszeichen auf der rechten Seite auf das Pluszeichen in
der Klammer mit dem Hinweis, dass „sich das hier drin dreht“, allesamt verfahrenba-
sierte Bezüge. Erst auf die Bitte, einen anderen Lösungsweg vorzuschlagen, änderte
sie die Perspektive und stellte verfahrenbildende Bezüge her. Beispielsweise bezog
sie die beiden gleichen Klammern aufeinander, verwarf aber das damit verbundene
(inkorrekte) „Kürzen [...] wegen dem Minus hier“. Sie bezog einzelne Summanden
aufeinander, etwa die 100 auf 7(16 + 3x), verwarf das damit verbundene „Rüber-
nehmen“ wieder und entdeckte so den additiven Bezug zwischen −3(16 + 3x) und
7(16 + 3x).
Die Unterteilung in verfahrenbasiertes und verfahrenbildendes Strukturieren ist
ähnlich zu den absteigenden (top-down) und aufsteigenden (bottom-up, Guski 2000,
S. 68) Konstruktionsprozessen einer Problemrepräsentation beim Lesen von Texten
allgemein (Ballstaedt et al. 1981), beim Lesen einer physikalischen Textaufgabe (Chi
et al. 1981) oder eines mathematischen Problems (Schoenfeld und Herrmann 1982)
zu sehen. Bei diesen Konstruktionen wird ein mentales Modell erzeugt unter Nutzung
personaler Bedingungen wie Vorwissen und Erfahrung (absteigende Prozesse) sowie
der Nutzung kontextueller Bedingungen wie des vorgelegten Texts (aufsteigende Pro-
zesse).
4 Wie untersucht man empirisch die Herstellung von Bezügen? – Ein Beispiel
Nun ergibt sich folgende Forschungsfrage: Welche Bezüge stellen Personen in Ter-
men und Gleichungen her? Insbesondere interessiert, wie sich das Herstellen von Be-
zügen in der mathematischen Praxis äußert. Daher spezifiziert sich die Frage auf die
Art und Weise des Herstellens von Bezügen: Gibt es unterschiedliche Ebenen? Dazu
liegen meines Wissens keine empirischen Studien vor. Also dient eine entsprechende
Untersuchung der Exploration und Hypothesenbildung. In diesem Abschnitt wird an
einem konkreten Beispiel (Rüede submitted) eine mögliche Methodik vorgestellt und
diskutiert.
Die Methode muss Antworten auf folgende Fragen ermöglichen: Welche Vorstel-
lungen aktivieren Personen aufgrund welcher Beobachtungen beim Lesen algebrai-
scher Ausdrücke? Welche Strukturen (Bezüge) resultieren daraus? Welche Konse-
quenzen ziehen sie? Wie beurteilen sie diese? Solche Fragen legen verbale Daten
nahe. Denkbar sind Interviews, das Filmen der Personen beim gemeinsamen Lösen
von Aufgaben, lautes Denken zusammen mit dem Messen von Augenbewegungen
etc. In Anbetracht dessen, dass die oben formulierte Forschungsfrage erstmals im
Detail untersucht wird, fiel die Wahl auf Interviews. Denn diese Methode ermöglicht
durch gezieltes Nachfragen ein umfassendes Explorieren des Herstellens der Bezüge.
Die hier beschriebene Methode zur Untersuchung der Frage nach den hergestellten
Bezügen orientiert sich stark an Chi et al. (1981). Diese Forscher untersuchten, wie
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Experten und Novizen während des Lesens von Physikaufgaben die Problemreprä-
sentation generieren. Analog dazu frage ich in meiner Studie danach, welche Bezüge
Experten und Novizen beim Anschauen eines vorgelegten algebraischen Ausdrucks
herstellen. Chi et al. (1981) benutzten sowohl ein Sortierverfahren (Gruppieren von
Gleichungen nach ähnlichen Vorgehensweisen beim Lösen) als auch Interviewtech-
niken. Ebenso habe ich in einer früheren Studie (Rüede 2009) ein solches Sortier-
verfahren angewendet. Die Resultate meiner Studie (2009) deuteten darauf hin, dass
Novizen im Unterschied zu Experten zur Herstellung von Bezügen tendieren, die
sich an syntaktischen Merkmalen – also eher an Oberflächenmerkmalen – orientie-
ren. Wie in Chi et al. (1981) schon beschrieben, durfte davon ausgegangen werden,
dass mit Interviews diese Resultate nicht nur repliziert, sondern umfassender ergrün-
det werden können.
Um die befragten Personen zu zwingen, den vorgelegten Ausdruck anzuschauen,
über ihre im vorgelegten Ausdruck hergestellten Bezüge zu sprechen und diesen nicht
einfach umzuformen, wurde erstens analog zu Chi et al. (1981) in den Interviews die
Benutzung von Papier und Bleistift untersagt. Zweitens wurden gezielt algebraische
Ausdrücke konstruiert, die ein genaues Anschauen erfordern. Der Verzicht auf Papier
und Bleistift führt zu einem ähnlichen Anschauen wie bei einem Sortierverfahren.
Die Interpretation des vorgelegten Ausdrucks in der Form der hergestellten Bezüge
ist dabei wichtig und genau diese waren Untersuchungsgegenstand.
In einem Punkt unterscheiden sich die hier durchgeführten Interviews allerdings
von jenen in Chi et al. (1981). Jene Forscher haben die Probanden mehrheitlich (aber
nicht nur) aufgefordert, laut zu denken. In der hier präsentierten Studie wurde hin-
gegen mit Introspektion nach – und nicht während – dem Herstellen von Bezügen
gearbeitet. Den Probanden wurde jeweils Zeit gegeben, den vorgelegten Ausdruck in
Ruhe anzuschauen, bevor sie interviewt wurden. Auf der einen Seite sind solche Re-
konstruktionen von Erinnerungen mit Problemen behaftet, denn niemand ist sicher,
ob die Probanden die während des Anschauens des algebraischen Ausdrucks gemach-
ten Beobachtungen und Überlegungen korrekt wiedergeben (Ericsson 2006). Auf der
anderen Seite beeinflusst lautes Denken während des Anschauens das Herstellen der
Bezüge. Weil ich die Authentizität der Situation als wichtig erachtete, konnten die
Probanden den Ausdruck jeweils beliebig lange anschauen, bevor sie dazu befragt
wurden.
4.1 Probanden, Auswahl der Terme und Gleichungen, Ablauf der Interviews
Die Stichprobe wurde möglichst vielfältig angesetzt. Denn die Charakterisierung des
Einzelnen sollte durch Abgrenzung von und Vergleich mit dem Anderen geschärft
werden. Aus diesem Grund wurden zwei verschiedene Probanden-Gruppen unter-
sucht, 12 Novizen und 12 Experten.
Die Novizen (6 weiblich, 6 männlich) waren 15- bis 17-jährig und im 9. oder 10.
Schuljahr. Sie hatten im Schnitt schon zwei bis drei Jahre Algebraunterricht besucht
und Terme, lineare Gleichungen, Faktorisieren von Polynomen, Vereinfachen von
Bruchtermen und Lösen von Bruchtermgleichungen behandelt. Als Schultyp wurden
Schweizer Gymnasien ausgewählt. Diese bereiten vorwiegend auf ein universitär-
es Studium vor und betonen daher die Algebra stark. Drei verschiedene Gymnasi-
en wurden bestimmt. Zwei Novizen belegten den musischen Schwerpunkt, vier den
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Schwerpunkt in Wirtschaft und Recht und sechs den mathematischen Schwerpunkt.
Alle Novizen hatten im Mathematikunterricht Prüfungen zum Thema Bruchterme
und Bruchtermgleichungen abgelegt. Gemäß ihren Mathematiklehrpersonen hatten
dabei vier der ausgewählten Novizen ungenügende bis knapp genügende Noten er-
zielt, vier mittlere Noten und die restlichen vier exzellente Noten. Die Teilnahme am
Interview war freiwillig.
Die Experten waren 12 Schweizer Mathematiklehrpersonen am Gymnasium
(1 weiblich, 11 männlich). Sie besaßen alle ein Universitätsdiplom in Mathematik,
ein Lehrdiplom in Mathematik und mindestens fünfjährige Unterrichtserfahrung am
Gymnasium. Darüber hinaus verfügten sie über Zusatzqualifikationen als Mathema-
tikdidaktikdozenten (4), hatten promoviert (2), waren Lehrbuchautoren (1) oder sie
waren in die berufspraktische Ausbildung der Lehramtsstudierenden involviert (5).
Die Teilnahme am Interview war freiwillig.
Für die Interviews wurden Aufgaben konstruiert, drei zu vereinfachende Terme
und vier zu lösende Gleichungen. Weil die hergestellten Bezüge vom Typ des al-
gebraischen Ausdrucks abhängig sind, wurde eine spezifische Klasse von Termen
und Gleichungen ausgewählt. Die Wahl fiel auf Bruchterme und Bruchtermgleichun-
gen, und zwar aus drei Gründen. Erstens sind in solchen „zweidimensionalen“ Aus-
drücken sowohl horizontale als auch vertikale sowie diagonale Bezüge möglich. Das
Spektrum der hergestellten Bezüge ist also groß. Zweitens sollten den Probanden kei-
ne lapidaren Ausdrücke wie etwa 19 + 2x = 3 vorgelegt werden, sondern solche, wo
Strukturierungsarbeit wesentlich und die Auswertung folglich ertragreich ist. Drit-
tens sind Bruchterme und Bruchtermgleichungen mit Standardverfahren verbunden.
Die Addition von Bruchtermen ruft beispielsweise das Gleichnamigmachen der Nen-
ner hervor oder eine Bruchtermgleichung das Wegmultiplizieren der Nenner. Es ist
daher einfach, algebraische Ausdrücke zu konstruieren, die auf den ersten Blick ein
Standardverfahren evozieren, das aber mühsam wird und daher eines zweiten Blicks
bedarf, der dann auf einen simplen Trick führt. Die sieben konstruierten Ausdrücke
sind daher artifiziell (vgl. Abschn. 5 für ein Beispiel und Rüede (submitted) für alle
sieben Ausdrücke). Die Leitlinie beim Konstruieren war einzig und allein die Ab-
sicht, sowohl bei den Novizen als auch bei den Experten Situationen zu erzeugen, in
denen sie auch verfahrenbildende und nicht nur verfahrenbasierte Bezüge herzustel-
len hatten. Dies war mit der Erwartung verbunden, dass verfahrenbildende Bezüge
ergiebiger in der Auswertung sind. Die vorgelegten Ausdrücke repräsentieren also
keineswegs den Schulstoff bei Bruchtermen und Bruchtermgleichungen.
Die so konstruierten sieben Ausdrücke wurden dann Gegenstand der Interviews.
Zu Beginn des halb strukturierten Interviews wurde der Proband über den Interview-
verlauf und über Rahmenbedingungen informiert wie das Verbot jeglicher Hilfsmit-
tel oder die beliebig lange Nachdenkzeit. Nach den Erklärungen wurde der erste
Bruchterm vorgelegt mit der Aufforderung, sich eine vereinfachende Umformung
zu überlegen. Die erfassten Bedenkzeiten lagen zwischen etwa zwei Sekunden und
zwei Minuten. Nachdem der Proband eine Umformung vorgeschlagen hatte, wurden
spezifische Fragen gestellt, um all die Gedanken und Beobachtungen, die während
der Bedenkzeit wichtig waren, gemeinsam zu rekonstruieren. Wenn nötig, wurde der
Proband auch gebeten, seine vorgeschlagene Umformung weiterzuverfolgen – um
zum Beispiel Auskunft über etwaige Abschlussbedingungen zu erhalten. Dann folg-
te der zweite und dritte Bruchterm. Danach wurden die vier Bruchtermgleichungen
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ausgegeben, wobei hier die Frage nach einer gewinnbringenden Umformung gestellt
wurde. Im Schnitt dauerte ein Interview etwa 50 Minuten.
4.2 Auswertung
Die Auswertung folgte grundsätzlich der zusammenfassenden Inhaltsanalyse (May-
ring 2003, S. 59–76) und nutzte für die konkrete Ausführung entsprechende Techni-
ken der didaktischen Rekonstruktion, wie etwa in Gropengießer (2007, S. 142–147)
beschrieben. Im ersten Schritt wurden alle Passagen transkribiert. Weil die Interviews
in Schriftdeutsch durchgeführt wurden, mussten keine Dialekte bereinigt werden.
Satzbaufehler wurden übernommen. Das so entstandene Wortprotokoll wurde gemäß
den Transkriptionsregeln (ebd., S. 147) kommentiert. Zur Illustration sind Auszüge
aus dem Transkript gegeben, die schließlich zur Abb. 4 (im Abschn. 5) führten:
...
I Wie haben Sie die Gleichung gelesen?
S Zuerst habe ich die Klammer angeschaut. Dann 14 − x4 . Habe überlegt, ob ich die 4
wegstreichen könnte. Dachte, Ja, so – – –
I Was würde dann stehen, wenn Sie die 4 wegstreichen könnten?
S 1 − x.
I Alleine. Ja.
S Aber das geht ja nicht, weil das in Viertel aufgeteilt ist und die x eine beliebige Zahl
sein kann. Und das sind dann so viele Anzahl Viertel und nicht so viele Anzahl Ganze.
Das wäre dann falsch. Habe gedacht, Nein, kann man nicht, lasse ich mal stehen.
...
I Suchen Sie eigentlich immer nach Gleichheiten innerhalb einer Gleichung?
S Ja (lacht).
I Ist das immer so?
S Ja.
I Das können irgendwelche Gleichheiten sein?
S Ja.
I Haben Sie auch eine Strategie, die Sie verfolgen mit diesen Gleichheiten?
S Ja, das Wegstreichen. Aber das ist immer so eine heikle Sache.
...
I Und warum wollen Sie es so machen?
S Weil es dann einfacher wird.
...
Entgegen der Anleitung in Groppengießer (2007) wurden die Transkripte im zweiten
Schritt geordnet und erst danach redigiert. Einerseits bestand dieses Ordnen im Iden-
tifizieren der wesentlichen Bezüge. Pro Proband und Aufgabe wurden im Schnitt
zwei bis drei Bezüge als zentral identifiziert. Andererseits wurden die Transkrip-
te „aufgebrochen“: Für jeden zentralen Bezug wurde nach Informationen über die
Anwendbarkeitsbedingung, die Strukturierung, die Konsequenz und die Abschluss-
bedingung gesucht. Das führte zu einem Umstellen der Transkripte so, dass für jeden
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Bezug das Schema in Abb. 3 mit entsprechenden Passagen so weit wie möglich aus-
gefüllt werden konnte (vgl. Abschn. 5). Dabei wurden gewisse Passagen gegebenen-
falls mehreren Stellen zugeordnet. Beispielsweise waren einzelne Passagen relevant
für mehr als einen Bezug oder sie waren innerhalb eines Bezugs etwa sowohl für die
Konsequenz als auch für die Abschlussbedingung wichtig. Zu erwähnen ist, dass die-
ser Schritt des Ordnens ein Interpretieren ist. Nicht nur das Zuordnen der Passagen
zu den einzelnen Stellen ist eine Frage der Interpretation, sondern auch das Einteilen
in wichtige und unwichtige Information. Denn bestimmte Interviewausschnitte wur-
den keinem Bezug zugeordnet. Zum Beispiel machten einige Experten Angaben zum
Definitionsbereich der vorgelegten Ausdrücke. Die entsprechenden Aussagen wur-
den beim Ordnen aber nur dann berücksichtigt, wenn sie explizit das Strukturieren
im Hinblick auf das Umformen beeinflussten.
Der dritte Schritt war das Redigieren der zugeordneten Passagen. Füllwörter und
-sätze sowie unmittelbare Wiederholungen wurden gestrichen. Die im Wechselspiel
zwischen interviewende und interviewte Person entstandenen Passagen wurden in
eigenständige Aussagen der interviewten Person transformiert. Diese Aussagen wur-
den dann grammatisch geglättet und, falls bedeutungsgleich, gebündelt. Dabei wurde
auf einen authentischen Wortlaut geachtet. Die so erhaltenen Anwendbarkeitsbedin-
gungen, Strukturen, Konsequenzen und Abschlussbedingungen für jeden zentralen
Bezug bildeten die Basis der Kategorienbildung (Abb. 4 bis 7). Obige Interview-
ausschnitte führten beispielsweise zur Abb. 4. Eine solche Abbildung entspricht den
geordneten und redigierten Aussagen im Sinne von Gropengießer (2007) und ist im
Abschn. 5 auch so bezeichnet.
Im vierten Schritt wurden die von den Novizen und Experten verwendeten Ver-
fahren identifiziert (vgl. Abschn. 5). Als Verfahren wurden nur jene Vorgehensweisen
bezeichnet, die explizit von den interviewten Personen als solche bezeichnet wurden.
So konnten die einzelnen Bezüge als verfahrenbasiert respektive verfahrenbildend ka-
tegorisiert werden. Mögliche implizite Vorgehensweisen wurden nicht als Verfahren
behandelt, obwohl gerade Fehler teilweise auf algorithmisierbaren, falschen Proze-
duren beruhen. Die Interviews waren aber nicht auf die Klärung dieser Frage ausge-
richtet.
Der fünfte Schritt war die induktive Bildung von Kategorien des Herstellens von
Bezügen. Dazu wurden typische verfahrenbildende Bezüge ausgelesen, die als An-
kerbeispiele dienten und deren Merkmale explizit gemacht wurden. Vorläufige Ka-
tegorien entstanden. Danach wurde untersucht, inwiefern die restlichen verfahren-
bildenden Bezüge diesen Kategorien zugeordnet werden können, wodurch die vor-
läufigen Kategorien teilweise revidiert werden mussten. Dieses Wechselspiel zwi-
schen der Bildung von Kategorien und der Zuordnung der Bezüge dauerte so lange,
bis alle verfahrenbildenden Bezüge zugeordnet werden konnten und die Kategorien
die Menge der Bezüge möglichst „angemessen“ charakterisierte. Zur Einschätzung
dieser Angemessenheit wurde das Kategoriensystem mit bestehenden mathematikdi-
daktischen Theorien zum algebraischen Umformen verglichen. Das Resultat in Form
von vier Kategorien ist im Abschn. 5 vorgestellt. Erwähnenswert ist, dass die ver-
fahrenbasierten Bezüge für die Kategorienbildung wenig ergiebig waren. Sie waren
wie erwartet schwieriger in einzelne Kategorien aufzuteilen. Die Verfahren gaben
so stark vor, wie die Teile eines Ausdrucks aufeinander zu beziehen sind, dass eine
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qualitative Unterscheidung der entsprechenden Bezüge aufgrund der verbalen Daten
nicht immer eindeutig durchzuführen war. Das war aber nicht problematisch, weil
das Ziel der Studie die Kategorienbildung und nicht die vollständige Kategorisierung
der Bezüge war.
5 Vier Ebenen des Herstellens von Bezügen
Bei der erfassten Ausprägung des Herstellens von Bezügen konnten vier verschiede-
ne Ebenen empirisch identifiziert werden. Diese werden in diesem Abschnitt zuerst
exemplarisch vorgestellt und dann systematisch charakterisiert. Als Beispiel dient die
Bruchtermgleichung
(
1
4
− x
4
)
· x
4x + 1 + 4 ·
x
x − 4 =
4x
x − 4 .
Diese Bruchtermgleichung wurde Novizen und Experten im Rahmen von Interviews,
wie sie in Abschn. 4 beschrieben sind, vorgelegt. Kennzeichnend für obige Bruch-
termgleichung ist, dass sie leicht zu lösen ist, sobald die Gleichheit der beiden Sum-
manden 4 · x
x−4 und
4x
x−4 erkannt wird. Um aber einen entsprechenden Bezug herstel-
len zu können, mussten sich die Probanden typischerweise vom Wegmultiplizieren
der Nenner lösen. Daher erlaubte diese Gleichung die Rekonstruktion verfahrenbil-
dender Bezüge. Auf diese wird im Untenstehenden fokussiert.
Im Rahmen der Auswertung wurden bei den Bruchtermgleichungen folgende Ver-
fahren identifiziert: Wegmultiplikation der Nenner, Kreuzmultiplikation bei Glei-
chungen wie A
B
= C
D
, Vereinfachung (z. B. intern kürzen, zusammenfassen) der
Gleichung von links nach rechts, Wegsubtraktion von bB
C
bei Gleichungen wie
A + b · B
C
= bB
C
(zwei Novizen kannten dieses Verfahren aus einer Unterrichtsein-
heit, die von mir zusammen mit ihrer Lehrperson konzipiert wurde und wo u. a. fünf
solche Gleichungen vorgestellt wurden zur Diskussion des Anwendungsbereichs des
Wegmultiplizierens der Nenner). Vermutlich hätten andere Gleichungen weitere oder
andere Verfahren bedingt.
5.1 Novize11 (weiblich): Beispiel eines syntaktischen Bezugs
5.1.1 Geordnete und redigierte Aussagen
Novize11 strukturierte zuerst verfahrenbildend. In Abb. 4 sind die redigierten Inter-
viewpassagen ihres ersten zentralen Bezugs gegeben.
Novize11 stellte anschließend einen weiteren verfahrenbildenden Bezug her, näm-
lich zwischen den gleichen Nennern x − 4. Die Gleichheit dieser Nenner brachte sie
dann abschließend auf die Idee, den Hauptnenner zu bestimmen und die Gleichung
mit diesem Hauptnenner zu multiplizieren. Diese Umformung schlug sie nach der
Bedenkzeit vor.
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Abb. 4 Anwendbarkeitsbedingung, Strukturierung, Konsequenz, Abschlussbedingung des von Novize11
hergestellten verfahrenbildenden Bezugs. Wendungen in Anführungs- und Schlusszeichen sind wortwört-
liche Interviewpassagen, die anderen Wendungen sind Paraphrasierungen von Passagen
5.1.2 Kategorie
Novize11 bezog zuerst immer Gleiches aufeinander mit der Absicht einer Vereinfa-
chung. Sie behandelte die algebraischen Ausdrücke ähnlich wie eine Analphabetin
einen Schriftzug. Eine Analphabetin findet grafische Gemeinsamkeiten in Schrift-
zügen wichtig. Analog fokussierte Novize11 in den vorgelegten algebraischen Aus-
drücken auf syntaktisch Gleiches. Daher nenne ich solche Bezüge syntaktisch. Glei-
che Teile bildeten die Relata dieser Bezüge. Wie die Relata aufeinander bezogen
wurden, orientierte sich jeweils an den Operationszeichen. Im obigen Fall stand ein
Minuszeichen zwischen den beiden Relata. Novize11 deutete dies so, dass die glei-
chen Nenner weggestrichen werden könnten. Das Vereinfachen war bei Novize11 ein
optisches Einfachermachen. Die Klammer erschien dann einfacher, weil sie weniger
Zeichen enthielt.
Indem Novize11 sich die Konsequenz ihres Bezugs klarmachte, konnte sie über
seine Angemessenheit entscheiden. Sie realisierte, dass in der Klammer nicht einfach
1 − x stehen kann, denn das wäre für sie etwas anderes als 1 − x Viertel. Dieser
Gedanke führte sie zur Überzeugung, den syntaktischen Bezug zu verwerfen. Die in
der Abschlussbedingung (Abb. 4) zitierte Passage dokumentiert eindrücklich dieses
Ringen von Novize11 um die korrekten Regeln, nach denen algebraische Zeichen
kombiniert werden dürfen. Sie bezieht die Teile aufeinander, um sich klarzumachen,
welche Rechnung dahintersteht, oder mit den Worten von Kieran (1989), um wel-
che Oberflächenstruktur es sich handelt. Ist sich Novize11 bei der Korrektheit eines
Bezugs sicher, dann hält sie daran fest, andernfalls verwirft sie ihn.
Wichtig zu erwähnen ist, dass in diesem Fall das Herstellen der syntaktischen Be-
züge seinen Sinn hatte. Denn erst nachdem Novize11 all ihre syntaktischen Bezüge
verworfen hatte, konnte sie optisch zusammengehörige, nicht gleich aussehende Tei-
le wie beispielsweise Brüche als Ganzheit behandeln. Diese Beobachtung wies sie
schließlich auf das Wegmultiplizieren der Nenner hin.
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Abb. 5 Anwendbarkeitsbedingung, Strukturierung, Konsequenz, Abschlussbedingung des von Novize3
hergestellten verfahrenbildenden Bezugs. Wendungen in Anführungs- und Schlusszeichen sind wortwört-
liche Interviewpassagen, die anderen Wendungen sind Paraphrasierungen von Passagen
5.2 Novize3 (weiblich): Beispiel eines operationalen Bezugs
5.2.1 Geordnete und redigierte Aussagen
Novize3 strukturierte zuerst verfahrenbasiert. In ihrer Klasse wurden Gleichungen
dieses Typs diskutiert. Sie multiplizierte 4 mit x
x−4 , um dann die beiden Brüche weg-
zusubtrahieren. Beim Multiplizieren unterlief ihr ein Fehler. Sie multiplizierte oben
und unten mit 4 und konnte daher nicht wie erhofft die beiden Brüche wegstreichen.
Daraufhin strukturierte sie verfahrenbildend, wie die redigierten Interviewpassagen
in Abb. 5 belegen.
5.2.2 Kategorie
Ein operationaler Bezug dient der Änderung des Ausdrucks. Die Relata sind optisch
zusammengehörige Bündel wie Brüche, Klammerausdrücke und Zahlen. Diese bezog
Novize3 gemäß dem sie verbindenden Operationszeichen aufeinander.
Nachdem sie ihr Verfahren nicht ausführen konnte, wusste sie nicht, welche Tei-
le sie im Weiteren aufeinander beziehen sollte. Aus diesem Grund fokussierte sie
auf einzelne Operationen. Sie folgte der Hierarchie der Operationen, schaute somit
das an, was zuerst ausgerechnet werden muss. In der Anwendbarkeitsbedingung ist
beschrieben, dass sie zuerst die Klammer „auflösen“ wollte. Weil sie die beiden Brü-
che aber nicht zu einem einzigen Bruch zusammenfassen konnte, sah sie nur die
Möglichkeit des Ausmultiplizierens. Daher spiegelt der Bezug das Distributivgesetz
(a + b)c = ac + bc, was Novize3 in der Aussage „das mal das und das mal das“ zum
Ausdruck brachte. Sie bezog also 14 multiplikativ auf
x
4x+1 und ebenso auf
x
4 . Die
Konsequenz des Bezugs war für sie, dass im Nenner irgendwo 16x stehen und vor
allem die Klammer nicht mehr vorkommen wird. Das „Auflösen“ der Klammer war
das Hauptziel.
Strukturieren eines algebraischen Ausdrucks als Herstellen von Bezügen 133
Abb. 6 Anwendbarkeitsbedingung, Strukturierung, Konsequenz, Abschlussbedingung des von Novize2
hergestellten verfahrenbildenden Bezugs. Wendungen in Anführungs- und Schlusszeichen sind wortwört-
liche Interviewpassagen, die anderen Wendungen sind Paraphrasierungen von Passagen
Dieser operationale Bezug diente nicht (in erster Linie) dem Lösen der Gleichung,
sondern dem Ausführen einer Operation. Als Abschlussbedingung wirkte nicht ein
Kriterium, das die Angemessenheit dieses Bezugs im Hinblick auf das Lösen der
Gleichung einschätzt, sondern allein die Ausführbarkeit der Operation. Novize3 be-
handelte den operativen Bezug isoliert vom Rest der Gleichung. Sie wollte einfach
etwas machen. Genau das ist der Zweck operationaler Bezüge beim verfahrenbil-
denden Strukturieren. Sfard (2008, S. 237) spricht in diesem Zusammenhang von
„Handlungen, die Objekte ändern“.
5.3 Novize2 (weiblich): Beispiel eines strukturalen Bezugs erster Ordnung
5.3.1 Geordnete und redigierte Aussagen
Novize2 strukturierte zuerst verfahrenbasiert. Sie bezog die Nenner aufeinander, um
den Hauptnenner zu bestimmen. Aufgrund der Verschiedenheit der Nenner verwarf
sie diesen Bezug, es wäre ihr zu kompliziert geworden. Sie überlegte sich, ob man
die Gleichung auch anders angehen könnte. Also strukturierte sie verfahrenbildend,
wie die redigierten Interviewpassagen in Abb. 6 zeigen.
5.3.2 Kategorie
Charakterisierend für diesen Bezug ist, dass er zwei Sichtweisen verbindet. In ge-
wissem Sinne arbeitete sich Novize2 beim Interpretieren „von innen nach außen“.
Damit ist Folgendes gemeint: Novize2 fasste den Term 4 · x
x−4 zuerst als Multi-
plikation auf. Das „Innere“ des Terms, also seine Oberflächenstruktur, war wich-
tig. Novize2 überlegte sich, wie sie diese Multiplikation ausführen konnte. So ent-
deckte sie die Gleichheit der beiden Terme links und rechts des Gleichheitszei-
chens. Diese bezog Novize2 als gleiche Brüche aufeinander. Dank diesem Vergleich
konnte sie die Multiplikation als Produkt auffassen, das heißt, 4 · x
x−4 auch von
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„außen“ anschauen: Sie schaute, was auf dieses Produkt wirkt. Dadurch erkann-
te sie, dass 4 · x
x−4 auch ein Summand ist. Das ist in obiger Konsequenz formu-
liert. Novize2 interpretierte also 4 · x
x−4 zuerst gemäß seinem inneren Aufbau und
erst danach gemäß seinen äußeren Verbindungen mit den restlichen Teilen der Glei-
chung.
Die Abschlussbedingung lässt sich bei Novize2 indirekt erschließen. Sie spricht
von „bequem“ und „blieb einfach noch“. Das kann so interpretiert werden, dass sie
den Gewinn des Bezugs für das Lösen der Gleichung erkannte.
Solche Bezüge nenne ich struktural erster Ordnung. Sie drücken eine Umdeutung
aus. Demselben Teil des Ausdrucks wird eine weitere Bedeutung zugeschrieben. In
der obigen Gleichung war für Novize2 bei 4 · x
x−4 zuerst das Innere bedeutsam, die
Eigenschaft „Multiplikation“ war wichtig. Danach war das Äußere dieses Teils wich-
tig, die Eigenschaft „Summand“ wurde erkannt.
Umdeutungsprozesse scheinen allgemein der Schlüssel zur Expertise im Struktu-
rieren zu sein. Denn sie spielen auch in anderen Kontexten eine Rolle, beispielsweise
beim Strukturieren von Punktfeldern (Söbbeke 2005). Die Autorin dokumentiert, wie
es Kindern durch Umdeuten gelingt, Teile von Punktfeldern als Teile des Ganzen zu
sehen.
5.4 Experte12 (männlich): Beispiel eines strukturalen Bezugs zweiter Ordnung
5.4.1 Geordnete und redigierte Aussagen
Experte12 stellte als Erstes einen verfahrenbildenden Bezug her. Dieser führte ihn
gleich zur Lösung, was die redigierten Interviewpassagen in Abb. 7 dokumentieren.
Abb. 7 Anwendbarkeitsbedingung, Strukturierung, Konsequenz, Abschlussbedingung des von Experte12
hergestellten verfahrenbildenden Bezugs. Wendungen in Anführungs- und Schlusszeichen sind wortwört-
liche Interviewpassagen, die anderen Wendungen sind Paraphrasierungen von Passagen
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5.4.2 Kategorie
Was sich Novize2 mühsam erarbeiten musste, macht Experte12 von Beginn an: Er
schaut den Term von außen nach innen an.2 In der Anwendbarkeitsbedingung formu-
liert er seine erste Lesart der Gleichung als Addition zweier Brüche, die einen drit-
ten ergeben. Diese Strukturierung ist vermutlich vor dem Hintergrund des Suchens
nach einem gemeinsamen Nenner zu sehen. Experte12 schätzt dieses Vorgehen als
langwierig ein und sucht daher nach einer Alternative. Er arbeitet sich weiter von
außen nach innen und erkennt die Multiplikation im ersten Summanden. Er fasst die
Möglichkeit eines Spezialfalls ins Auge. Vielleicht ließe sich irgendwie eine Glei-
chung vom Typ A · B = 0 erzeugen. Aus diesem Grund bezieht er dann die beiden
Summanden links und rechts des Gleichheitszeichens aufeinander. In der Abschluss-
bedingung ist indirekt ein Kriterium definiert, wann er an diesem Bezug festhalten
würde. Nämlich dann, wenn die beiden Summanden gleich sind und in der Tat eine
Gleichung vom Typ A ·B = 0 resultiert. Das bedeutet, Experte12 beurteilt den Bezug
daran, wie elegant der sich daraus ergebende Lösungsweg ist.
Solche Bezüge nenne ich strukturale Bezüge zweiter Ordnung. Sie werden zur
Entscheidung dessen hergestellt, welches Verfahren, das der Proband kennt, er aus-
führen soll. Wer also strukturale Bezüge zweiter Ordnung herzustellen vermag, weiß
im Voraus um die vielfältigen angemessenen Bedeutungen der einzelnen Teile und
um die entsprechenden Verfahren – und muss diese Verfahren nicht wie Novize11
durch Uminterpretation erst entdecken. Experte12 brauchte nur noch zu entscheiden,
welche Bedeutung er zuweisen sollte. In diesem Sinne ist sein Herstellen der Bezüge
ein Klassifizieren der Gleichung nach Lösungsverfahren. Daher wird von Bezügen
zweiter Ordnung und nicht erster Ordnung gesprochen. Chi et al. (1981, S. 142) spre-
chen ganz analog von Merkmalen zweiter Ordnung (second-order features). Gemäß
diesen Forschern identifizieren Experten beim Lesen von Physikaufgaben Merkma-
le zweiter Ordnung. Solche Merkmale kommen in den Physikaufgaben nicht expli-
zit vor, vielmehr werden explizite Textstellen als solche Merkmale gelesen. Bei den
Experten entscheiden diese Merkmale zweiter Ordnung, welche Problemdarstellung
gewählt wird.
5.5 Fazit
Die vier Beispiele zeigen erstens, wie sich das Konstrukt des Herstellens von (verfah-
renbildenden) Bezügen auffächert in die Tätigkeiten des optisch Einfachermachens,
des Änderns, des Umdeutens und des Klassifizierens (vgl. Abb. 8).
Zweitens zeigen die Details der Beispiele, dass sich die Individualität des Struktu-
rierens im Herstellen von unterschiedlichen Bezügen ausdrückt. Indem die Konstruk-
te von Abb. 3 zur Beschreibung der Bezüge verwendet werden, wird die (individuelle)
Bedeutung dieser Bezüge sichtbar. Es wird deutlich, warum die einzelnen Probanden
gerade so und nicht anders strukturieren. In diesem Artikel musste aus Platzgrün-
den darauf verzichtet werden, die Vielfalt der erhobenen Bezüge aufzuzeigen. Nur
Ankerbeispiele für die einzelnen Ebenen sind vorgestellt.
2Dies entspricht auch einem strukturalen Bezug zweiter Ordnung, doch der steht jetzt nicht zur Diskussion.
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Abb. 8 Vier Ebenen des Herstellens von Bezügen
Manche Fragen bleiben leider unbeantwortet. Wie stark hängen obige vier Ebenen
(Abb. 8) von den vorgelegten Termen und Gleichungen ab? Gibt es weitere Ebenen?
Repräsentieren diese Ebenen Stufen der Entwicklung, Fähigkeitsstufen oder unter-
schiedliche Typen von Bezügen? Diese Studie ist explorativ und kann darüber keine
Auskunft geben. Weil aber letztere Frage Gegenstand von Folgestudien sein wird,
seien an dieser Stelle ein paar Überlegungen darüber angestellt.
Die Auswertung der Interviews führte zur Hypothese, dass in Abb. 8 der Grad der
Expertise von links nach rechts zunimmt. Insofern kann vermutet werden, dass die
vier Ebenen der Abb. 8 mit Fähigkeiten, vielleicht auch Entwicklungen des Struktu-
rierens zusammenhängen. Beispielsweise argumentiert Sfard (1991) in Anlehnung an
Piaget, dass sich die Auffassungen von algebraischen Ausdrücken von operationalen
hin zu strukturalen entwickeln: Lernende fassen algebraische Ausdrücke anfänglich
als Prozesse auf und beginnen erst im Laufe der Zeit, diese als Objekte zu behan-
deln. In Sfard (2008) gelangt die Autorin zu ähnlichen – und allgemeineren – Re-
sultaten, formuliert und begründet diese aber vor dem Hintergrund eines diskursiven
Paradigmas: Zu Beginn eines mathematischen Lernprozesses vollziehen Lernende
Handlungsakte (deeds), durch die Einführung in die mathematischen Gepflogenhei-
ten führen sie danach erlernte Verfahren aus und verstehen diese als Rituale (rituale).
Mit der Zeit entwickeln sie die Fähigkeit, mathematische Aussagen selbstständig zu
formulieren, darüber Explorationen (explorations) anzustellen und so am fachlichen
Diskurs teilzunehmen. Tatsächlich stehen links in Abb. 8 eher Handlungsakte, Ritua-
le beziehungsweise operationale Auffassungen. Rechts stehen eher die strukturalen
Auffassungen. Auch das Klassifizieren ist explorativ. Denn Experte12 stellt zuerst ei-
ne These auf, dass sich nämlich die Terme auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens
aufheben. Anschließend prüft er diese. Insofern könnte eine Entwicklung bei Abb. 8
von links nach rechts vermutet werden. Allerdings liegt aktuell kein Modell vor, wie
diese Entwicklung stattfinden könnte – außer, dass die Argumente von Sfard (1991,
2008) übernommen würden. Zudem sind Begriffsentwicklungen immer wesentlich
vom konkreten Unterrichtsverlauf abhängig. Der gegenwärtige Unterricht in der Al-
gebra wie auch der Arithmetik folgt nämlich gerade der Richtung vom Operationalen
hin zum Strukturalen. Daher wäre die Hypothese – wenn überhaupt – vorsichtiger zu
formulieren: In Abb. 8 sind von links nach rechts Fähigkeitsstufen angegeben.
Schließlich scheinen die Beispiele in den Abschn. 5.1 bis 5.4 zu bestätigen, dass
beim Umformen algebraischer Ausdrücke auch geometrische Relationen relevant
sind (Fischer 1984, Landy und Goldstone 2007a, 2007b).
– Novize11 machte den Ausdruck optisch einfacher, sie produzierte ein „einfacheres
Bild“.
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– Bei der Multiplikation von 4 mit dem Bruch x
x−4 rechnete Novize3 Zähler und
Nenner mal 4. Vermutlich evozierte hier die Position der 4 auf der Höhe des Bruch-
strichs diesen Fehler. Wäre die 4 auf gleicher Höhe wie der Zähler gestanden, hätte
sie wohl nur den Zähler mit 4 multipliziert.
– Novize2 spricht davon, dass sie bei 4 · x
x−4 die 4 „raufnimmt“. Das gleicht einer
geometrischen Verschiebung von 4 in der Ebene.
– Auch die Bezüge von Experte12 enthalten geometrische Aspekte. Er fasst die Glei-
chung als A + B = C auf. Diese zweidimensionale Anordnung teilt er jeweils in
zwei Hälften. Im ersten Schritt teilt er in die Seite links (A + B) und rechts (C)
des Gleichheitszeichens auf, im zweiten in das Übrigbleibende (A) und das Weg-
fallende (B = C).
6 Diskussion
Die vorliegende Studie interessiert sich für die individuellen Sichtweisen auf alge-
braische Ausdrücke. Daher wird untersucht, wie Personen die einzelnen Teile eines
Ausdrucks aufeinander beziehen. Durch solche Bezüge stellen die Personen Zusam-
menhänge im Ausdruck her und erkennen insbesondere mögliche Umformungen.
Durch die Beschreibung der hergestellten Bezüge wird erstens explizit gemacht, in
welche Bündel ein Proband die algebraische Zeichenreihe aufteilt und als was er
sie interpretiert. Zweitens wird die Darstellung davon möglich, wann und wie der
Proband einen bestimmten Bezug herstellt. Das erlaubt die Rekonstruktion des Ge-
brauchs eines Bezugs und damit der internen Bedeutung des Ausdrucks, die der Pro-
band ihm zuweist. Zur Umsetzung dieser Idee sind in diesem Artikel die Begriffe der
Anwendbarkeitsbedingung, der Strukturierung, der Konsequenz und der Abschluss-
bedingung (vgl. Abb. 3) eingeführt worden. Diese Begriffe wurden zur Analyse von
Interviews verwendet. Insgesamt konnten vier Ebenen des Herstellens von Bezügen
identifiziert werden: In einem Ausdruck Bezüge herstellen kann heißen, ihn optisch
einfacher machen, ihn ändern, Teile umdeuten oder den Ausdruck klassifizieren. Die-
se Ebenen stellen vier Formen des diagrammatischen Denkens im Rahmen des alge-
braischen Umformens dar.
Im Folgenden wird auf die Frage der Förderung des Herstellens von Bezügen im
Algebraunterricht fokussiert. Weil dabei die Unterscheidung in verfahrenbasierte und
verfahrenbildende Bezüge wichtig ist, wird vorgängig diese diskutiert.
6.1 Verfahrenbasierte und verfahrenbildende Bezüge
Die Unterscheidung in verfahrenbasierte und verfahrenbildende Bezüge war durch
die Aufteilung der Wahrnehmung in absteigende und aufsteigende Prozesse moti-
viert. Diese Wahrnehmungsprozesse laufen parallel ab und sind miteinander gekop-
pelt. Die Beispiele in Abschn. 5 illustrieren allerdings, dass die Bezüge durchaus
idealtypisch in verfahrenbasierte und verfahrenbildende eingeteilt werden können.
Zu beachten ist aber, dass verfahrenbasierte Bezüge Anteile von verfahrenbildendem
Strukturieren haben und umgekehrt. Beispielsweise muss jedes Verfahren angewen-
det werden und jede Anwendung ist eine neue Situation. Das heißt, jede Anwendung
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eines Verfahrens bedingt prinzipiell auch aufsteigende Prozesse. Umgekehrt zeigt
das Beispiel von Experte12, dass verfahrenbildende Prozesse auch verfahrenbasierte
Anteile haben. Die in Abb. 7 dargestellte Herstellung eines Bezugs wurde als verfah-
renbildend kategorisiert, weil Experte12 zur Entscheidung kein Verfahren anwendete.
Der Bezug zwischen 4 · x
x−4 und
4x
x−4 wurde aufgrund der konkreten Gleichung gene-
riert. Er diente der Entscheidung, ob das Verfahren des Gleichungstyps A · B = 0 an-
gewendet werden kann. Hier spielen verfahrenbasierte Prozesse insofern eine Rolle,
als Experte12 die Anwendung des Verfahrens zum Lösen einer Gleichung des Typs
A · B = 0 im Voraus erahnte – nach Boero (2001) ist Antizipation das zentrale Merk-
mal für algebraische Expertise. Doch bei einer anderen Gleichung hätte der Bezug,
welcher der Entscheidung für oder gegen dieses Verfahren dient, im Allgemeinen
qualitativ völlig anders ausgesehen. Diese Überlegung führte bei der Auswertung zur
Kategorisierung des Bezugs als eines verfahrenbildenden.
Bei der Auswertung der Interviews wurden nur explizierbare, eindeutig anwend-
bare, also algorithmisierbare Prozeduren als Verfahren kategorisiert, welche den ver-
fahrenbasierten Bezügen zugrunde lagen. Bei den identifizierten Verfahren handelte
es sich jeweils um bekannte, durchaus plausible Strategien. Es wäre auch möglich
gewesen, falsche Verfahren – Malle (1993, S. 176) spricht von „Privatschemata“ –
als Verfahren zu bezeichnen. Die Interviews waren aber nicht auf die Rekonstruktion
dieser Verfahren ausgerichtet.
6.2 Wie das Herstellen von Bezügen im Mathematikunterricht gefördert werden
kann
Das in diesem Artikel vorgestellte Konzept des Strukturierens als Herstellen von Be-
zügen legt nahe, Strukturieren durch relationales Denken (Carpenter et al. 2003) zu
fördern. Die von Carpenter, Franke und Levi vorgeschlagenen Aufgabenformate (vgl.
Einleitung) zur Förderung des relationalen Denkens in der Grundschule regen die
Kinder zur Herstellung von Bezügen an. Ziel ist, dass die Kinder nicht rechnen, son-
dern geeignete Bezüge herstellen. Denn durch das viele Üben von Rechenaufgaben
lernen die Kinder nicht automatisch, relational zu denken. Entsprechend lernt man
durch viele Umformungsübungen nicht automatisch das Strukturieren. Daher wird
hier die Hypothese aufgestellt, dass manche Schülerinnen und Schüler Mühe beim
Strukturieren algebraischer Ausdrücke haben, weil sie diese vorwiegend verfahren-
basiert strukturieren. Konsequenterweise müssen sie zum verfahrenbildenden Struk-
turieren angeregt werden.
Zur Umsetzung dieser Hypothese im Unterricht können obige zwei Aufgabenfor-
mate gleichermaßen adaptiert werden. Beim Thema der Bruchterme und Bruchterm-
gleichungen bieten sich dann einerseits Aufgaben an wie
2x
x2 + 1 + · · · =
3x
x2 + 1 oder
3x2 + 1
6x2 + 2 =
. . .
4(x4 + 1) .
Hier sind die Lücken so auszufüllen, dass die Gleichungen allgemeingültig werden.
Andererseits können Aussagen wie
4 − 8x
2 − 8x = 2 oder
x2
1 + x = (2 + x) ·
x
1 + x − 2 ·
x
1 + x
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auf ihre Allgemeingültigkeit untersucht werden. Dabei sind die Schülerinnen und
Schüler aufzufordern, sich die Ausdrücke anzuschauen, einzelne Teile miteinander
zu vergleichen, möglichst wenig zu rechnen und ihre Entscheidungen zu begrün-
den. Die Idee ist, einzelne solcher Aufgaben immer mal wieder im Algebraun-
terricht aufzugreifen, und nicht, Dutzende von Päckchen davon nacheinander ab-
zuarbeiten. Auf jeden Fall sind sie als Gesprächsanlass zu nehmen, um die eige-
nen Bezüge explizit zu machen, sie mit jenen der Mitschülerinnen und -schüler zu
vergleichen und so die angemessenen Bezüge den unangemessenen gegenüberzu-
stellen. Bei solchen Unterrichtsgesprächen realisieren die Schülerinnen und Schü-
ler, dass algebraische Ausdrücke nicht (nur) als Einladung zur Ausführung von er-
lernten Verfahren zu verstehen sind, sondern interpretiert werden können, indem
Bezüge zwischen Teilen so zu bilden sind, dass sie zu korrekten Umformungen
führen. Es ist für Lernende äußerst hilfreich, exemplarisch zu erfahren, welche
Bezüge andere herstellen und wie sie diese nutzen. Wie ein algebraischer Aus-
druck angemessen wahrgenommen werden kann, muss schließlich ausgehandelt wer-
den. Aufgrund eines solchen Diskurses entwickelt die Klasse auf natürliche Wei-
se das Bedürfnis für ein geeignetes Vokabular. Sie erkennt den Wert eines Fach-
vokabulars zur Beschreibung von eigenen und fremden Bezügen. Die Fachspra-
che wird wichtig. Fachbegriffe wie Teilterm, Differenz, Summe, Proportion spie-
len dann eine Rolle. Erst eine gemeinsame Fachsprache (Hoch und Dreyfus 2010;
Kirshner und Awtry 2004) ermöglicht ein gegenseitiges Verstehen. Denn Schülerin-
nen, Schüler und Lehrpersonen können Zusammenhänge zwischen ihren unterschied-
lichen Wahrnehmungen eines algebraischen Ausdrucks nur diskursiv herstellen. Die
Fachsprache ist Mittel zum Explizieren der Bezüge. Einerseits müssen sich die Lehr-
personen Klarheit darüber verschaffen, welche Bezüge in ihrer Klasse hergestellt
werden. Dazu kann die Lehrperson zum Beispiel ein Klassengespräch nutzen, im
Rahmen einer individuellen Beratung entsprechende Fragen stellen oder auch Lern-
journale (Ruf und Gallin 1998) gezielt einsetzen. Andererseits können Lehrpersonen
die Wahrnehmungen in ihrer Klasse mit Hilfe der Sprache lenken. Die dazu notwen-
digen präzisen Formulierungen sind nur im Rahmen einer gemeinsamen Fachsprache
sinnvoll.
Die konkrete Ausarbeitung solcher Ideen sowie die empirische Überprüfung der
damit verbundenen Hypothesen ist Gegenstand meiner aktuellen Entwicklungs- und
Forschungsarbeiten.
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